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Capítulo 1 
Cinemática del movimiento oscilatorio 


Índice 
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1.1, El movimiento armónico simple (M.A.S.) 


Denominaremos oscilación a un movimiento que se produce en torno a una posición de equilibrio con pasos sucesivos 
en torno a la misma. Asimismo, denominaremos habitualmente vibración a un movimiento periódico, es decir, un 
movimiento que se repite en todos los detalles después de transcurrido un cierto intervalo de tiempo al que se deno- 
mina precisamente periodo. En general, un movimiento periódico puede ser muy complicado, como se muestra en la 


figura 1-1 


Desplazamiento 


Figura 1-1 Movimiento periódico y movimiento armónico de un mismo periodo. 


El caso más sencillo de movimiento periódico lo constituye el movimiento armónico. Decimos que una partícula que 
se mueve a lo largo del eje Ox describe un movimiento armónico simple cuando su desplazamiento x= respecto del 
origen del sistema de coordenadas viene dado por la relación 


x= Asen(wt + a) (11) 


donde wi + a es la fase total del movimiento, siendo o la fase inicial o ángulo de fase, es decir el valor del despla- 
zamiento para el instante ¿ = 0. Como se ve en la figura 1-2, debido a la presencia de este ángulo de fase los dos 
movimientos armónicos de la misma frecuencia angular w no alcanzan sus máximos al mismo tiempo, sino que uno de 
ellos lo alcanza un tiempo a,/w más tarde. Este ángulo de fase tiene su principal significado cuando ambos movimien- 
tos tienen la misma frecuencia. Podríamos haber expresado la función anterior en función de una función coseno, la 
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Asen(wt) 


Figura 1-2 Movimientos armónicos simples con distintas fases. 


única diferencia habría sido una fase adicional de r/2. Como tanto la función seno como la función coseno varían entre 
+1, el máximo desplazamiento que tiene lugar en el movimiento será x = +4. Así, A es el máximo desplazamiento 
a partir del origen y le denominamos amplitud del movimiento. 


Asimismo, por ser una función seno o coseno, el desplazamiento se repite cada vez que el ángulo varía en una cantidad 
211, por lo que cada vez que el tiempo cambia en T' = 27. /w el movimiento se repite. Así, el movimiento armónico 
es un movimiento periódico de periodo 7”. La frecuencia del movimiento armónico es igual al número de oscilaciones 
completas que tienen lugar en la unidad de tiempo, es decir, y = 1/T y se mide en ciclos por segundo (Hertzios) o en 
maquinaria, en revoluciones por minuto (r.p.m.). A w se le denomina frecuencia angular de la oscilación y representa 
la velocidad de cambio de la fase total wt +- a. De esta forma, la relación entre la frecuencia angular, el periodo y la 
frecuencia está dada por 
27 


w=== 21 v (12) 


2 = Asenwt 


0 T 27 3r dr 5m 6 


Figura 1-3 Desplazamiento, velocidad y aceleración del movimiento armónico en función de la fase total wt + «a: 


Para determinar la velocidad en un instante determinado únicamente es necesario derivar la expresión (1-1), obtenién- 
dose 


v(t) = = =wA cos(wt + a) (1-3) 


y la aceleración por 


do Lx a 
a(t) = =— = — = —w*Asen(wt + a) = —w*z 1-4 
(+) dt dt ( ) hue) 
donde se ve que en un movimiento armónico simple, la aceleración es proporcional y opuesta al desplazamiento. En 
la figura 13 se ven las fases relativas de x, v y a en función del tiempo. 


1.2. Valor medio, valor eficaz y otros valores 3 
1.2. Valor medio, valor eficaz y otros valores 


Además de a través de la función que describe el movimiento, en la práctica se utilizan otras formas de expresar 
algunas de las características de esa función, 


Valor de pico de una función El que da la máxima desviación de la posición de equilibrio en un elemento que oscila. 
Para una función armónica del tipo - = A sen wt es simplemente la amplitud A. 


Valor pico a pico de una función El que da el recorrido máximo de un elemento que oscila. Para un movimiento 
descrito por una función armónica es 24, el doble de la amplitud. 


Valor medio de una función Se define el valor medio de una función x(t) en un periodo (o en general en un cierto 
intervalo de tiempo T') como 


1 [7 
Tmedio = 5 ñ x(t)dt (1-5) 
T Jo 
Obviamente el valor medio de una función armónica en un periodo es cero. 


Valor eficaz o cuadrático medio de una función Se define el valor eficaz o valor cuadrático medio de una función 
z(t) en un periodo (o en general en un cierto intervalo de tiempo 7”) como la raíz cuadrada del valor medio de 


su cuadrado, es decir 
 f7 
Lef = 7) 22 (t)dt (1-6) 
TJ 


El valor eficaz es quizás el parámetro más significativo, ya que está directamente relacionado con la energía. 
También se le denomina valor rms! de la función. Para una función armónica resulta ser el valor de pico dividido 


por y/2 
Valor medio rectificado de una función Se define como 


1 Pr. 
2mr == hi la(2)|de (17) 


y es, para una función armónica el valor de pico multiplicado por 2/7. 


1.3, La notación vectorial compleja del movimiento armónico 


Una forma muy interesante de representar un movimiento oscilatorio es a través de un vector que rota en el plano 
complejo. Antes de presentar ésto, recordemos que un vector complejo expresado en forma módulo argumental está 
relacionado con el mismo vector expresado explícitamente a través de la ecuación de Euler, 


A€e* = A(cos 0 + isen 0) 


=d (1-8) 
1e”.. (cos 6 — ¿sen 0) 
donde ¿ = y—1. Consideremos en concreto el vector complejo 
q= Aeito, (1-9) 


en el plano imaginario (véase la figura 1-4). Este vector gira en el plano complejo con una velocidad angular constante 
wen el sentido antihorario, formando en el instante inicial ¿ = O un ángulo a con la horizontal o eje real. La proyección 
horizontal de este vector puede escribirse como 


Acos(wt + a) 
y representa la parte real del vector complejo. La proyección vertical del vector es 


Asen(wt + a) 


Tdel inglés root mean square 
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y representa su parte compleja. Es precisamente esta representación la que ha dado el nombre de frecuencia angular a 
la magnitud w. 


Si el desplazamiento viene dado por la parte real de (1-9), la velocidad vendrá dada por la parte real de su derivada 
d: t(wt+a 
v(t) = - = ¿AleÍórtd > y(t) =—Awsen(wt +02). (1-10) 
Asimismo, la aceleración será la parte real de la segunda derivada de (1-9) 


d ] A ñ 
alt) = a = E E o a(t) = —Aw? cos(wt + a) = —w?z. (1-11) 
Si se tiene en cuenta que multiplicar un número complejo por ¿ = er” implica un adelanto de fase de 7/2 en el 
plano complejo, el desplazamiento, la velocidad y la aceleración pueden representarse gráficamente como se ve en la 
figura 1-4 


- 


Figura 1-4 Desplazamiento, velocidad y aceleración del movimiento armónico representadas en notación compleja 


1.4, Superposición de movimientos armónicos 


1.4.1. Superposición de movimientos armónicos en la misma dirección 
Igual dirección e igual frecuencia 


Consideremos la superposición de dos movimientos armónicos simples de distintas amplitudes, pero igual dirección y 
frecuencia. El desplazamiento de la partícula producido por cada uno de los movimientos armónicos será 


21 = Ar peruttras) > 211 = A, cos(wt + 1) 
dy = peto) =>  12= Azcos(wt + Wa) 


tanto en notación compleja como en notación real. La superposición de los dos movimientos dará el desplazamiento 
resultante de la partícula, dado en forma real por 


x= 2x1 +21) = Ay cos(wt + 1) + Az cos(wt + 097) = A cos(wt + a) 
aunque es más sencillo expresarlo en forma compleja, 


PS A qee) de Aye tuiren ds er EA ex” cl 4,€*] a petita) (1-12) 


1.4. Superposición de movimientos armónicos 


Parte imaginaria 


A; sena; + Ay senas 


MAA o 
A cosa + Ao cos 0v9 Parte real 


Figura 1-5 Superposición de dos movimientos armónicos de igual dirección y frecuencia. En la figura se representa la suma compleja de ambos. 
Se ha eliminado el término de la exponencial compleja de ¿wt, que supone una rotación de todos los vectores con frecuencia angular w. 


que es un movimiento armónico de la misma frecuencia que los dos movimientos armónicos que se componen, pero 
de distinta amplitud y en general de distinta fase, que se representa en la figura 1-5, donde se ha eliminado el término 
ga que supone una rotación de los distintos vectores con frecuencia angular w. A partir de la aritmética de los 
complejos, o gráficamente, a través de la figura, se obtiene que el cuadrado de la amplitud viene dado por 


2 — [A¡ cosa + Az cosas]? + [41 seno + Azsenay]? = A? + 42 + 2414 cosó 


con 9 = 1, — Q% la diferencia de fases entre los dos movimientos, mientras que la fase será 


A sen 1 + A» sen Qu 


tan q = 
Ay cosa + Ay cos 0% 


Igual dirección pero distinta frecuencia. 


En este caso, la situación es más compleja y el movimiento resultante no es armónico simple. Los movimientos 


armónicos a componer son 


n= 4 pr 


y Aye te) 


Cuando se tienen movimientos superpuestos de distintas frecuencias, la fase de cada uno de ellos pierde su significado 
ya que la diferencia de fase entre los dos movimientos depende del instante de tiempo en el que se analice, como se 
verá a continuación. Por este motivo consideraremos nulas las dos fases de los movimientos iniciales en este caso de 
distintas frecuencias lo que nos simplificará las expresiones. 


. , v+w ,4-—w Ww+w ww 
Para estudiar este problema escribamos ww = — 3 4 —3— y y = —¿É = —_ 


sumas y las diferencias la resultante de la superposición de los dos movimientos queda en la forma 


. En función de las 


A 


T=21+2)= [1.€ 7 4 4er” del e' (1-13) 


La amplitud del movimiento resultante viene dada por la raíz de 


2 
A? = lA, cos (2%) + A9cos (23%)| + (1-14) 


2 
lA, sen (232) — A sen (220) == 


A? + AZ 4 24143 cos[(w1 — ws)t] 


6 Capítulo 1. Cinemática del movimiento oscilatorio 


El movimiento parecería ser una oscilación de frecuencia angular (w1 + wa)/2 y amplitud dada por (1-14), pero la 
fase resultante también contiene una dependencia temporal, que en cada instante vendría dada, respecto de e+ por 
A ón — pa Ma a, 
JM 6 Jn — My E A rd (1-15) 
ww ww E ww 
Av 4 Ayora —— A A+ Az coa PL it As 2 
2 2 2 

por lo que la frecuencia angular no será realmente (wi + w3)/2, sino que irá cambiando con el tiempo como corres- 
ponde a la solución 


tan Yror (1) = 


a 4] +42 
x= Aero e' St (1-16) 
y el movimiento no será armónico simple. 


Como se ve, a pesar de todo, el cuadrado de la amplitud sí varía con el tiempo de forma armónica en torno a un 
valor y Af + A, en lo que se denominan pulsaciones. Esta variación se puede observar en la figura 1-7. Cuando las 
frecuencias son distintas, el ángulo entre los dos vectores varía con el tiempo, de forma que cuando tienen la misma 
dirección y sentido la amplitud es A; + A2 mientras que cuando tienen la misma dirección pero distinto sentido la 
amplitud es |4, — Az]. Así, se observa un movimiento resultante cuya amplitud varía con una frecuencia igual a la 
diferencia de las frecuencias, aunque a menudo ésto no se aprecia bien en el movimiento resultante. 


Un caso particular interesante se tiene cuando las dos frecuencias están próximas entre sí. En este caso yror (t) varía 
muy lentamente frente a (w, + wa)/2 y puede considerarse constante a lo largo de unos cuantos periodos. En estas 
condiciones, el movimiento resultante puede describirse de forma aproximada como un movimiento armónico de 
frecuencia angular w = (wy + w2)/2  w1 Y wea cuya amplitud varía lentamente entre A + Az y A1 — Az con una 
frecuencia angular w, — wa, como en el caso que se muestra en la parte superior de la figura 17. 


Otro caso interesante se tiene cuando las dos amplitudes son iguales. En este caso, la oscilación de la amplitud es entre 
0 y 24, como se muestra en la parte inferior de la figura 1-7. La superposición de las dos oscilaciones es ahora, a 
partir de la ecuación (1-13) 


4442 m 


. 41 92 ¿91702 s 
01 +0 =|4€ O AE Je 2 


que queda como 
¿2 Ea, 


z= 2x1 + 29 =2Acos (232) e” 2 


] AAA A A1 cos a 
Parte imaginaria 2 


"y 


ww 
A sen e E 


NA wi — Wa w] — we 
j " A, sen t— Agsen — =4 
720 Pe a 2 
09 Parte real 
Aosen — 3 24 
>| Aj cos + A cos qt 


Figura 1-6 Superposición de dos movimientos armónicos de igual dirección y distinta frecuencia. En la figura se representa la suma compleja de 
ambos. En este caso no es posible sacar factor común la exponencial compleja, y sólo es posible sacar una expresión sencilla para la envolvente de 
la amplitud. En esta representación se ha descontado la rotación con frecuencia angular w = apa dada por la exponencial compleja de ¿wt. 
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0 50 100 150 200 250 300 


Figura 1-7 Pulsaciones resultantes de la composición de dos movimientos armónicos simples de frecuencias distintas pero próximas. 


La parte real de la ecuación anterior se escribe como 


T= 24 cos (23%) cos (27%0)| (1-17) 


obteniéndose también pulsaciones. Se denomina frecuencia de las pulsaciones al número de veces por unidad de 
tiempo que el desplazamiento total pasa de un mínimo al siguiente mínimo a través de un máximo. El periodo de la 
pulsación será obviamente el tiempo en el que la amplitud recorre un ciclo completo. 


El fenómeno de las pulsaciones es muy frecuente, especialmente en vibraciones sonoras. Dos notas muy próximas de 
intensidad muy similar producen fluctuaciones en la intensidad de frecuencia igual a la diferencia entre las frecuencias 
de las notas. La frecuencia angular observada no es en realidad la frecuencia angular de variación de la amplitud, 
(w1 — wa)/2, sino el doble, que es precisamente la diferencia de frecuencias angulares (w1 — w2), como se ve en la 
figura 1-7, coincidiendo en ésto los resultados para iguales o distintas amplitudes. 


1,4,2, Superposición de movimientos armónicos perpendiculares 
Superposición de movimientos armónicos perpendiculares de la misma frecuencia. 


Consideremos ahora el siguiente caso, una partícula se mueve en el plano de forma que tanto su coordenada x como 
su cdordenada y oscilan siguiendo un movimiento armónico simple. Consideremos en primer lugar el caso en el que 
los dos movimientos tienen la misma frecuencia, teniéndose para sus coordenadas x e y 


x= A, sen wt (1-18) 
y = Ay sen(wt + Ó) (1-19) 


donde d es la diferencia de fase entre las oscilaciones x e y. Como es obvio, la trayectoria de la partícula estará limitada 
por el rectángulo definido por los valores límite de las componentes zx e y, +A, y +Ay. Si las dos componentes están 
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3/4 T 


wd : Ya 


RAFI 
"IHNMAIAD 
“VIVA PY 
AAA 
VR IN 
- 8H DO 1884 J00) 10 


> 20 


Figura 1-4 Figuras de Lissajous. Estas trayectorias resultan de la superposición de movimientos armónicos perpendiculares de distintas relaciones 
de frecuencias (wi : w2) y distintos desfases ó. 


=_ 
q 


1.4. Superposición de movimientos armónicos 9 


en fase, la partícula describe un movimiento armónico simple a lo largo de la recta dada por 


y ocurre lo mismo si las dos componentes están en oposición de fase, pero con el movimiento armónico teniendo lugar 
a lo largo de 


y=-Hz 
z 


en ambos casos con una amplitud , / 42 + Ad La superposición de dos movimientos armónicos simples de la misma 


frecuencia y perpendiculares entre sí da lugar, cuando la diferencia de fase 4 entre ambos es de 0 o 7, a un movimiento 
armónico simple a lo largo de una línea recta. Se habla en este caso de polarización lineal. 


Cuando la diferencia de fases 6 es 1/2 se tiene 
y = Aysen(wt + 1/2) = Ay coswi 


y se dice que los dos movimientos están en cuadratura. De las ecuaciones que dan las dos componentes se tiene 


e 
AA 


que es la ecuación de una elipse de radios principales A, y Ay que se recorre en sentido horario. Para un desfase de 
—11/2 (o 31/2) se tiene la misma elipse, pero recorrida en sentido antihorario. En este caso se dice que tenemos pola- 
rización elíptica, con los radios principales de la elipse dirigidos según las direcciones x e y de los dos movimientos 
que se componen. 


Para el caso particular Az = Ay, la elipse se transforma en una circunferencia, teniéndose en este caso la denominada 
polarización circular. Cuando la diferencia de fase tiene un valor arbitrario la trayectoria también es elíptica, pero con 
los radios principales rotados respecto a los ejes de coordenadas. 


Superposición de movimientos armónicos perpendiculares de distintas frecuencias 


Un caso muy interesante es aquél en el que se superponen movimientos armónicos perpendiculares de distintas 
frecuencias, amplitudes y diferencias de fase, de la forma 


x= Az senwt 
y tiro (1-20) 
y = Ay sen(wat + 0) 
Las trayectorias resultantes dependen de la relación de frecuencias wa/w, y de la diferencia de fase 4. Se denominan 
figuras de Lissajous a las trayectorias resultantes y ejemplos de las mismas se muestran en la figura 1-8 para distintos 
desfases y relaciones entre frecuencias en las que éstas son estables. 


Capítulo 2 
Vibraciones mecánicas 
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2.1. Grados de libertad 


Diremos que un sistema mecánico tiene un grado de libertad si su posición geométrica puede expresarse en cada 
instante en función de una única variable. Consideremos, por ejemplo, el caso de un pistón que se mueve en un 
cilindro, su posición queda completamente determinada en cualquier instante especificando la distancia entre el pistón 
y el fondo del cilindro y por tanto es un sistema con un grado de libertad. Un peso suspendido de un resorte de forma 
que no pueda moverse más que en una dirección es también un ejemplo de sistema oscilante de un único grado de 
libertad. 


En general si son necesarias n variables para especificar completamente la posición de un sistema mecánico, decimos 
que el sistema tiene n grados de libertad. Así por ejemplo, un disco que se moviera en el plano sin restricciones tendría 
tres grados de libertad, por una parte los desplazamientos x e y de su centro de gravedad y por otra parte el ángulo de 
rotación alrededor de ese centro de gravedad. Un cilindro que cae rodando por un plano inclinado tiene un grado de 
libertad, pero si baja en parte rodando y en parte deslizando tiene dos grados de libertad, uno de translación y uno de 
rotación. 


Un sólido rígido que se mueve libremente tiene seis grados de libertad, tres de translación que dan la posición en el 
espacio de su centro de masas en cada instante, y tres de rotación. Por lo tanto son necesarias seis coordenadas para 
expresar su posición en el espacio. 


No necesariamente un sistema de un grado de libertad es un sistema simple. Por ejemplo, un motor de automóvil, 
con toda su complejidad mecánica, si está montado rígidamente tiene la posición de todos sus elementos en cada 
instante de tiempo descrita por una única variable, que puede ser el ángulo de giro del cigiteñal. El valor de ese ángulo 
determina la posición de todos los elementos móviles del motor y por tanto el sistema tiene un único grado de libertad. 
Si el motor está montado sobre unos muelles como ocurre en realidad, el número de grados de libertad aumenta. 


En el otro extremo se tienen los sistemas de infinitos grados de libertad, como es el caso de un elemento flexible como 
una viga. Cargándola adecuadamente es posible deformarla en prácticamente cualquier forma (por supuesto dentro 
de los límites de resistencia y respetando las restricciones impuestas por los apoyos). La descripción de esta curva 
requiere una función f(x) que es equivalente a un número infinito de grados de libertad. En cada posición x en la viga 
se puede conseguir una deflexión y distinta de las que hay en los otros puntos y por tanto, en el caso más general, para 


10 
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determinar la posición de todos los elementos de la viga se necesita conocer tantas deflexiones como posiciones en la 
viga. 


2.2. El oscilador libre 


2.2.1. La ecuación diferencial del oscilador libre 


Consideremos un sistema con un grado de libertad sometido a una fuerza recuperadora proporcional al desplazamiento, 


de la forma F' = —k,x. Como F' = ma, la ecuación de movimiento del sistema vendrá dada por 
dx 
ma + k,x=0 (2-1) 


que, si denominamos wo = yk, /m a la frecuencia angular natural de oscilación del sistema, queda como 


La 


+ wix=0 (2-2) 


La solución general de esta ecuación diferencial es una función armónica de la forma seno o coseno que oscila con la 
frecuencia natural del sistema, 


x= Acos(wot — A.) o x= Asen(wot — As) (2-3) 


o una superposición de éstas. Como se vio en la sección 1.3 esta solución también se expresa en forma de una expo- 
nencial compleja 


PO la (0-4) 


siendo soluciones también tanto la parte real como la parte compleja. 


2.2.2. Energía del oscilador libre 


Obtengamos ahora las energías cinética y potencial del oscilador libre. En cualquier momento la energía potencial 
E, será Jhpa? siendo x el desplazamiento alrededor de la posición de equilibrio y k, la constante de recuperación. 
Sustituyendo la solución (2-3) que acabamos de obtener, se tiene para la energía potencial la expresión 

1 
2 
Como vemos la energía potencial no es constante, sino que fluctúa con el movimiento armónico sin hacerse nunca 


negativa, aunque se hace cero cuando pasa por la posición de equilibrio. Además, alcanza su valor máximo para el 
punto de máxima amplitud zx. 


1 
Ep = 5kyx? = ¿ha? cos” (wpot — A). (2-5) 


Por otra parte la energía cinética es de la forma 


La 1 
Ex = ¿má _ ¿mua? sen? (wo — A.) (Q-6) 
La energía cinética es nula cuando x alcanza su valor máximo, ya que en esa posición la velocidad 3 es nula, mientras 
que es máxima cuando pasa por la posición de equilibrio, ya que es ahí cuando la velocidad es máxima. La variación 
de la energía cinética es justamente la contraria de la energía potencial. 


Por otra parte, la energía total del oscilador debe ser la suma de las energías cinética y potencial, 
1 1 
Es = Ep + Ex = ¿muja? [cos” (wot — ar) + sen" (wot — 0)] =— ¿muy A? QT) 


que se mantiene constante durante el movimiento como debe ser en ausencia de fuerzas disipativas. Esta energía total 
depende del cuadrado de la amplitud, teniéndose una energía cuatro veces mayor para una amplitud doble. Tanto la 
energía potencial promedio como la energía cinética promedio del oscilador son la mitad de la energía total. 
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Figura 2-1 Péndulos simple, compuesto y de torsión 


2.2.3. El péndulo simple 


Consideremos otro ejemplo de movimiento armónico simple, el denominado péndulo simple. Denominamos péndulo 
simple a un sistema compuesto de una masa m supuestamente puntual suspendida de un punto O mediante una cuerda 
de longitud L y masa despreciable. Veremos que este péndulo simple describe un movimiento armónico simple cuando 
se tienen pequeñas oscilaciones de la masa m. 


Para estudiar el movimiento de este sistema, escribiremos su ecuación de movimiento y la compararemos con la 
ecuación (2-2). Sobre la partícula actuarán su peso y la fuerza de tensión F ejercida por la cuerda. En cada instante la 
componente radial del peso de la partícula se compensará con la tensión F de la cuerda, por lo que esta componente 
no dará movimiento. La componente tangencial del peso será 


—my sen 0 


donde aparece un signo negativo, ya que si la partícula está en la parte positiva (9 > 0), la fuerza está dirigida hacia 
el sentido contrario. Como en la dirección tangencial no hay más fuerzas actuando sobre la partícula, esta fuerza será 


igual a la aceleración tangencial, dada por m d?s / dt? donde s es el arco. La ecuación del movimiento tangencial queda 
entonces 


e =m sa =-m 0 
e de DE 
que puede escribirse como 
do y 
qa +7 n0=0 (2-8) 


Consideremos un caso particular. Si las oscilaciones son pequeñas, podemos hacer la aproximación sen9 = 0 (en 
radianes), quedando la ecuación (2-8) como 


— +>0=0 (2-9) 


Esta ecuación es similar a la ecuación (2-2) con el desplazamiento de la posición de equilibrio medido en ángulos en 
vez de en distancias, y por tanto describe un movimiento armónico simple 0 = Oy cos(wot — a+) de frecuencia angular 


wa dada por 
e g 5 $ L 
wo =4/+ y periodo T= 21,4) — (2-10) 
L g 


Ni la frecuencia ni el periodo dependen de la masa del péndulo, únicamente de la longitud de la cuerda y de la 
aceleración de la gravedad. De hecho éste es un método muy sencillo de medida de la aceleración de la gravedad. 
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2.2.4, El péndulo compuesto o péndulo físico 


Hasta ahora nos hemos referido a oscilaciones pequeñas de un cuerpo que puede ser considerado como un punto 
material, pero los resultados obtenidos pueden también aplicarse a sistemas más complejos. Consideraremos ahora 
uno de estos sistemas más complejos, un cuerpo sólido que sometido a la atracción gravitatoria oscila alrededor de un 
eje horizontal. Se denomina a este sistema péndulo compuesto o péndulo físico. 


La dinámica de un cuerpo rígido que gira tiene una cierta similitud con la de un punto material, si en el papel de la 
coordenada correspondiente se utiliza el ángulo de giro 9 en el de la masa, el momento de inercia 1 (respecto del eje 
de rotación) y en el de la fuerza el momento de ésta, M. 


En éste caso, el momento de la fuerza gravitatoria respecto del eje de rotación es M = —mga sen 0, siendo m la 
masa del cuerpo, a la distancia del centro de gravedad del cuerpo (CG) al eje de rotación (que en la figura 2-1 pasa 
por el punto O perpendicularmente al plano del papel) y 9 el ángulo que forma la línea OC con la vertical. El signo 
menos indica que se trata de un momento recuperador. Como para pequeñas oscilaciones el ángulo es muy pequeño, 
se puede hacer la aproximación sen 0 = 0, quedando M = —mga0. Si comparamos esta expresión con la expresión 
de la fuerza recuperadora para un punto material " = —k,.x, vemos que la magnitud mga desempeña el papel de la 
constante recuperadora k,.. Por lo tanto, la frecuencia angular de oscilación del péndulo compuesto será 
E (2-11) 
I 
Si comparamos esta expresión con la que nos da la frecuencia angular para el péndulo simple (Ec. (2-10)) se observa 
que las propiedades del péndulo compuesto coinciden con las de un péndulo simple de longitud 
I 
l==— (2-12) 


ma 


denominándose a esta magnitud longitud equivalente del péndulo compuesto. 


Si escribimos el momento de inercia como 1 = ly + ma?, donde Ty es el momento de inercia del cuerpo respecto del 
eje horizontal que pasa por el centro de gravedad, la longitud equivalente queda en la forma 
lo 


l=a+ — 
ma 


Supongamos ahora que el péndulo se suspende del eje que pasa por OC”. En este caso, la longitud equivalente será 
U=a + — 


Ahora bien, a! = 1 — a = Ip/ma y por tanto, l' = 1. Así tenemos que las longitudes equivalentes y por tanto, los 
periodos de oscilación de un péndulo compuesto suspendido de dos ejes que se hallen entre sí a una distancia / en el 
eje OC con el centro de gravedad por medio, son iguales. 


2.2.5. El péndulo de torsión 


Otro ejemplo de movimiento armónico simple se tiene en el péndulo de torsión. En este caso se tiene un cuerpo 
suspendido de un hilo de forma que éste pasa por el centro de masa del cuerpo.*Cuando se rota el cuerpo en el plano 
horizontal un ángulo 0 alrededor de su posición de equilibrio, el hilo se retuerce y ejerce sobre el cuerpo un momento 
M:. según el eje que se opone al desplazamiento 0 y para pequeñas oscilaciones es proporcional al mismo en la forma 


un hilo cilíndrico de diámetro D, longitud L y módulo de rigidez G = E/2(1 + y), donde E es el módulo de Young 
y y el coeficiente de Poisson es de la forma 


TGD? 6 cad TGD? 
32L 2. “ma 


TEsto es así cuando el cuerpo está suspendido del hilo. Si se tiene un hilo tenso y el cuerpo está fijo en el medio de ese hilo tenso, sobre este 
cuerpo actuaría un momento de torsión a través de las dos partes del hilo que se encuentran arriba y abajo, por lo que el momento recuperador total 
que actúa sobre el cuerpo es 2 M4. 


M: = KtorsO — 
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Si [ es el momento de inercia del cuerpo respecto al eje del hilo, la ecuación angular de movimiento queda en la forma 


de PO Kioro 
e ES Dd 


0=0 (2-13) 


En estas condiciones, el péndulo de torsión describe un movimiento armónico simple de frecuencia angular y periodo 


dados por 
Ktors I 
== q) - 2-14 
8 yes $ di Ktors ( ) 


2.3, El oscilador amortiguado 


En el caso del oscilador armónico simple que acabamos de estudiar las oscilaciones mantienen una amplitud constante. 
Sin embargo, en la práctica, la amplitud de las oscilaciones de un cuerpo vibrante decrece con el tiempo, el movimiento 
oscilatorio es en realidad amortiguado. 


Para analizar el problema tenemos que considerar la acción de una fuerza de rozamiento. En nuestro caso nos limitare- 
mos al caso en que ésta es proporcional a la velocidad F, = —Av, donde A es la constante de amortiguamiento y v la 
velocidad en cada instante, que se ha de añadir a la fuerza recuperadora armónica. Esta fuerza amortiguadora, debida 
a la viscosidad del medio, se opone al movimiento en cada instante (de ahí el signo negativo). En problemas físicos 
reales pueden aparecer otros tipos de fuerzas de rozamiento con distintas dependencias con la velocidad. La ecuación 
de movimiento de un cuerpo sometido a estas dos fuerzas es: 


Fi = P+F, =ma= —k,x — Av 


que puede escribirse como 


de dx 
maz +A E hr 0 (Q-15) 
o como á 
dix dx 2 
eo cp dobra +w=0 (2-16) 


con 2y = A/m y wi = ky/m es la frecuencia angular natural del oscilador o frecuencia angular sin amortiguamiento. 
Esta ecuación diferencial difiere de la (2-1) para el oscilador armónico libre en el término adicional 2ydx /dt debido 
al amortiguamiento. La solución general de esta ecuación diferencial será una que tenga dos constantes arbitrarias 
independientes a determinar por las condiciones iniciales. 


La solución oscilatoria  Probaremos, en notación compleja con una solución general que sea superposición de solu- 
ciones del tipo 


a=A0** 


en función de la constante arbitraria Á (en general compleja) que se determinará en cada caso a partir de las condiciones 
iniciales (veremos enseguida que B no es independiente). Derivando respecto del tiempo esta expresión y sustituyendo 
en la ecuación diferencial (2-16) se llega a la siguiente relación 


B? + 27/B+w 
que da dos posibles soluciones para B, 


B=-=—1t4y/ Y? -w3=-—7+iy/wé - y 


siendo la solución general superposición de estas dos soluciones, 


r=0" [110% + Ae! 
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. El oscilador amortiguado 


I(xA) 


30 40 S0 60 


wi (con a=0) 


10 20 


Figura 2-2 Oscilaciones amortiguadas. La amplitud de las oscilaciones decae con el tiempo de forma exponencial y la frecuencia de oscilación ya 


no es la frecuencia natural del sistema. 


1,5 
Oscilante Sobreamortiguado 
1 Sobreamortiguado 
0.5 
es as 
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Figura 2-3 Ejemplos de movimientos oscilatorio, sobreamortiguado y con amortiguamiento crítico. Cada una de las figuras corresponde a un valor 
determinado de la constante de amortiguamiento Á y a unas determinadas condiciones iniciales de desplazamiento y velocidad.En cada figura se 


muestra el movimiento resultante para distintos valores de la frecuencia natural del oscilador wo 
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/ Pkp A? 
Ww= We —= y SS a de (Q-17) 


La solución física debe ser siempre una solución real, por lo que A, y Az deben ser complejos conjugados de la forma 
Aj = A y Az = LA” y por tanto la solución general será 


donde hemos denominado w a 


par Ae” Cia 3 ga (0-18) 
Cuando wo > y, w es real y la solución que se acaba de obtener puede escribirse en la forma 
2=AC " cos(wt — a) (2-19) 


que corresponde a un movimiento oscilante de frecuencia angular w dada por (2-17). Como (2-19) con (2-17) contiene 
dos constantes arbitrarias A y a, es la solución genérica de la ecuación diferencial, determinándose el valor de las 
constantes Á y a a partir de las condiciones iniciales de desplazamiento y velocidad. 


Esta solución refleja dos hechos importantes para el movimiento oscilatorio amortiguado: 


s . . ñ E =f; 
e La amplitud de las oscilaciones no es constante, y viene dada por A8." = AC / ” donde 7 = 1/y es 
el tiempo de relajación. Esta amplitud decrece con el tiempo como corresponde a un movimiento oscilatorio 
amortiguado y el tiempo que tarda en disminuir un factor e es precisamente el tiempo de relajación. 


e La frecuencia (2-17) de la oscilación amortiguada no es la frecuencia de la oscilación libre, sino que depende 
del amortiguamiento. Esto realmente era de esperar, ya que al frenarse el movimiento aumenta el periodo, es 
decir, disminuye la frecuencia de las oscilaciones. 


Amortiguamiento crítico Según aumenta el amortiguamiento o disminuye la constante recuperadora k,. la frecuen- 
cia de las oscilaciones amortiguadas va haciéndose cada vez menor, hasta que se hace O para wy = y, teniéndose el 
amortiguamiento crítico. En este caso una función del tipo Atl" es también solución de la ecuación diferencial, 
por lo que la solución general de ésta será una función de la forma 


x=(A, + A2t)C”" (2-20) 


donde A, y Az son constantes a determinar a partir de las condiciones iniciales de desplazamiento y velocidad. Esta 
solución representa una situación en la que deja de haber oscilaciones y al liberarse la partícula, ésta se aproxima a su 
posición de equilibrio de forma gradual y sin completar ni siquiera una oscilación completa. 


Hay ocasiones en las que el amortiguamiento crítico, en el que el sistema vuelve a su posición de equilibrio de forma 
rápida pero sin oscilar, es muy interesante. Por ejemplo en los amortiguadores de los coches se intenta que trabajen en 
condiciones próximas al amortiguamiento crítico, para evitar oscilaciones de excesiva duración. 


Movimiento sobreamortiguado Cuando el amortiguamiento es mayor que el amortiguamiento crítico la frecuencia 
(2-17) se vuelve imaginaria y las exponenciales en (2-18) se hacen reales, teniéndose el oscilador sobreamortiguado. 


S i j pz a O : á 7 a 
En este caso, si denominamos $ = yy? —w9 = 4/32 — 55 la solución general de la ecuación diferencial es la 
superposición de dos exponenciales 


qe [1107" de 42€" e” 0-21) 


En la figura 2--3 se muestran, para las mismas condiciones iniciales de desplazamiento y velocidad y el mismo coefi- 
ciente de amortiguamiento A (y, por tanto, la misma y) las trayectorias seguidas durante el movimiento amortiguado 
para tres distintos valores de la frecuencia angular natural wp, oscilatoria, amortiguamiento crítico y movimiento 
sobreamortiguado. 
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Energía de un oscilador amortiguado Estudiemos ahora cómo se disipa la energía en un movimiento armónico 
amortiguado, en el caso en el que el tiempo de relajación es bastante mayor que el periodo de la parte oscilante. La 
pérdida de energía del cuerpo en un intervalo de tiempo dt será el trabajo realizado por la fuerza de rozamiento Av en 
ese intervalo de tiempo, en el cual el desplazamiento ha sido tdt, 


dE = Fro,da = —Ai?dt 


que puede escribirse como 


Si la fuerza de rozamiento es relativamente pequeña, se puede utilizar esta expresión para calcular la pérdida media 
de energía en un periodo, sustituyendo la energía cinética que aparece por su valor medio. Si tenemos además en 
cuenta que el valor promedio de la energía cinética de un cuerpo oscilante es la mitad de su energía total (véase la 
sección 2.2.2) la expresión anterior queda como 


dE A dE 
— =-—E=-2yE > — = —2ydt (2-22) 
dt m 


en función de la inversa del tiempo de relajación y que hemos definido anteriormente. Como se observa en la ecuación 
anterior, la velocidad de disminución de la energía es proporcional a la misma energía. Si integramos la ecuación 
anterior, se obtiene 

E=mÑme* (2-23) 
donde Ly es la energía en el instante inicial en el que no ha habido aún la acción de las fuerzas de rozamiento, y es 
igual a Ey = ImuA?, con ww la frecuencia angular del oscilador libre, m la masa del sistema y A la amplitud inicial 
del movimiento.? El amortiguamiento de un oscilador poco amortiguado también se caracteriza mediante el factor de 
calidad Q. Éste es una magnitud adimensional que se define como 


E 
=2 ———— 
"IAE] 


donde E es la energía total y AB es la energía perdida en un periodo. 


Q (2-24) 
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En la realidad, en un sistema oscilante siempre están presentes fuerzas de rozamiento de uno u otro tipo, con lo que 
las oscilaciones “libres” que se produjeron bajo la acción de la fuerza inicial en realidad no son libres sino que van 
amortiguándose con el tiempo. Por tanto si se quiere tener un sistema que oscile de forma continua sin amortiguamiento 
aparente es necesario comunicarle la energía perdida a causa de la acción de las fuerzas de rozamiento. Estudiaremos 
a continuación la situación más simple, que corresponde a una fuerza externa armónica actuando sobre el sistema. 
En realidad este caso nos permite estudiar multitud de casos, ya que una fuerza externa periódica puede, de acuerdo 
con el teorema de Fourier que se verá en el capítulo siguiente, descomponerse en una superposición de componentes 
armónicas. De este modo, si nos encontramos dentro de los límites de validez del principio de superposición, la 
solución general será la suma de las soluciones generales correspondientes a cada una de las componentes armónicas. 


+Un método alternativo de obtención de esta ecuación consistiría en escribir la energía total promedio en un ciclo como suma de las energías 
potencial promedio 


== 1 = 
2=Ae Y cos(wut—a) => Ep= gr <a? >= Ah, € ús 
y Cinética promedio 
é= A[-y4€ 7 Y cos(wt — a) — we” "Y sen(wt — a)] 


=> E= mapeo cos(wt — a) — wsen(wt — a)]? 


1 E 
5 LISAS ¿mojar e 2y 
quedando la energía total promedio en un ciclo 
1 = 1 E 
<E>=< Ep >+< Ex >= ¿muzade ant ¿rave a 


Nótese que el promedio se ha realizado únicamente a la parte armónica de las funciones, y no a la exponencial decreciente, de forma consistente 
con la consideración inicial de débil amortiguamiento y por tanto débil decrecimiento de la amplitud. 


18 Capítulo 2. Vibraciones mecánicas 


2.4.1. Ecuación diferencial del oscilador forzado 


Sea Fei = Fo cos wt la fuerza oscilante aplicada, de frecuencia angular wy. Si la partícula está sometida a una fuerza 
recuperadora —k,x y a una fuerza de amortiguamiento —Av, su ecuación de movimiento será ma = —k,x — Au + 
Fo cos wt. Sustituyendo v = dx/dt y a = d*2/dt? se tiene la ecuación diferencial 


de dz 
mz + AE + kpx = Fo cosWwft (2-25) 
que puede también escribirse en la forma 
Uz ls. Li Fo piwst 
qa VGA pd Óó = ad (2-26) 


2.4.2. La solución permanente 


La solución general de esta ecuación diferencial consta de dos partes. Una es una expresión similar a la correspondiente 
al oscilador amortiguado (2-15) que oscila con la frecuencia angular y we — y? del oscilador amortiguado y otra que 
oscila con la frecuencia angular de la fuerza aplicada. La primera de las partes se atenúa rápidamente con el tiempo 
y se hace despreciable, pudiendo ignorarse. Por esta razón se le denomina el término transitorio. La segunda es una 
solución que oscila con la misma frecuencia angular wf de la oscilación forzada. Ésta es la solución permanente. Para 
obtener esta solución consideraremos que es de la forma 


x= Aj cos(wft— A.) (2-27) 


donde se ha dado un signo negativo a a, por conveniencia. Para obtener los valores de A; y «+, resulta más cómodo 
escribir la ecuación (2-27) en forma exponencial compleja: 


Y (2-28) 


de forma que (2-27) realmente sería la parte real de (2-28), y podemos sustituir en la ecuación diferencial (2-26), 
obteniéndose 


. ; ia  Fopi 
(0347 + 1276; Aj +2 A)euteri - Dtos 
m 
Esta expresión se puede reagrupar como 


E 


[(w3 — w+) + 12ywp] Af = E, 


y la primera parte escribirse como 


2yw 
2 ¿¡arctan AL 
(03 07) + 2 = (077 4 e 


lo que nos da un valor para la amplitud de (2-27) y (2-28) 


Ha PO ¿O - A (2-29) 


yor Pr A 


con y = w,/wy el factor de frecuencias y £ = y/wy el factor de amortiguamiento. Con la solución en la forma (2-27) 
la fase queda 
2 2 
majo o E (2-30) 
uy. 1-p 


S1 en vez de como (2-27) hubiéramos expresado la solución en la forma 


x= Ajsen(wft— Qs) (Q-31) 
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Amplitud (x Fo/kr) 
Amplitud de velocidad (xwoFo/k») 


p=w,/wo p=w5/w0 


Figura 2-4 Variación de la amplitud de la oscilación (a) y de la amplitud de la velocidad (b) para oscilaciones forzadas en función de la razón de 
frecuencias y = wf/wo para distintos valores del factor de amortiguamiento £. La línea adicional de la parte (a) une los máximos de cada una de 
las curvas. 


la amplitud habría sido la misma, pero la fase habría sido 


we — wi 2 
A. da (2-32) 
2 Ep 


Tanto la amplitud A como la fase inicial a: ya no son constantes arbitrarias, sino cantidades fijas que dependen de la 
frecuencia angular w+ de la fuerza aplicada y de y, la inversa del tiempo de relajación T. Las oscilaciones forzadas no 
están amortiguadas, sino que tienen amplitud constante y frecuencia igual a la de la fuerza aplicada. La fuerza aplicada 
supera a las fuerzas de amortiguamiento y proporciona la energía necesaria para mantener las oscilaciones. 


Como corresponde a una ecuación diferencial de segundo orden, sigue habiendo dos constantes arbitrarias en la solu- 
ción general que se determinan a partir de las condiciones iniciales, ya que, como se decía al principio, la solución 
general es la superposición de las dos soluciones, la transitoria y la permanente. Un ejemplo de superposición de estas 
dos soluciones se muestra en la figura 2-5 para un caso ficticio. 


En la figura 2-4a se representan las amplitudes de la oscilación y de la velocidad en función de la razón de frecuencias 


p = ws/w0 para distintos valores del factor de amortiguamiento £ = y/wo. Consideremos ahora algunos límites 
interesantes: 


Excitación de baja frecuencia, (ws < wo; y < 1) 


En estas condiciones, la frecuencia angular wf de la fuerza excitadora es pequeña y por tanto la razón de frecuencias 
lo es también. De la ecuación (2-30) se tiene para la fase que a = 0 y de la ecuación (2-29) que Af = Fo/kr, 
igual al desplazamiento que produciría Fo sobre el resorte de constante de recuperación k, si actuara en condiciones 
estáticas. 

Es decir, para una excitación de baja frecuencia, la respuesta del sistema está en fase con la excitación. El sistema 
tiene el tiempo suficiente para adaptarse en cada momento a las condiciones de la excitación. 
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Tiempo 


Figura 2-5 Superposición de las soluciones permanente y transitoria en un oscilador forzado. 


Excitación de alta frecuencia, (w¿ > wo; y > 1) 


En este caso la pulsación de la fuerza excitadora es mucho mayor que la frecuencia angular natural del sistema. De la 
ecuación (2-30) se tiene que tan Y. = 0 y de la rama de la tangente correspondiente se tiene que Y. = Tr. A partir de 
la ecuación (2-29) se tiene que para este caso, la amplitud de la oscilación forzada es muy pequeña. 


Es decir, para una excitación de alta frecuencia, la respuesta del sistema está en oposición de fase con la fuerza 
excitadora. Como la frecuencia de la pulsación excitadora es tan grande, el sistema apenas puede responder a ella 
oscilando, y por tanto la amplitud de la oscilación es muy pequeña, e intenta oponerse a la pulsación excitadora. 


Resonancia en amplitud, (w, = ywz — 2y?; pp = y 1 — 2€2) 


La amplitud tiene un máximo cuando el denominador de (2-29) es mínimo. Esto ocurre para la frecuencia angular 
Wa = vw — 2?. Cuando la frecuencia angular w de la fuerza aplicada es igual a a, se dice que hay resonancia 
en amplitud. Cuanto menor es el amortiguamiento más pronunciada es la resonancia, y cuando £ es cero esta amplitud 
se hace infinita para Wa = wo = y kr/m. En la figura se muestra también la variación de la razón de frecuencias a la 
que se produce la resonancia en amplitud para distintos valores del factor de amortiguamiento £. 


Resonancia en frecuencias 0 en energías, (w; = wo; p = 1) 
Consideremos ahora la velocidad del oscilador forzado, a partir de la expresión (2-31) en forma de seno 


d: 
v= E = wfpAj cos(wst — a) = vo cos(wpt — A) (2-33) 


la amplitud de la velocidad es 


wpFo/m - woFo p 
y/ (05 — 3)? + 42% kr y (1— 2)? +48? p? 


Como se ve, la amplitud de velocidad también varía con w $ y alcanza su valor máximo cuando wp = we (y p = 1) 
con independencia del valor de £, como se ve en la figura 2-4b. Para esta frecuencia de la fuerza aplicada, la velocidad 
y, por tanto, la energía cinética de las oscilaciones son máximas y se tiene resonancia en energía. 


vo = WwpAj = 


(Q-34) 


En condiciones de resonancia en energía (wj = wp), la fase o, de la velocidad es 0? y por lo tanto, la velocidad está 
en fase con la fuerza excitadora. Obviamente, éstas son las condiciones más favorables para la transferencia de energía 
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al oscilador, ya que el trabajo realizado por unidad de tiempo sobre el oscilador por la fuerza aplicada es "v, que es 
una cantidad siempre positiva cuando F" y v están en fase. 


Veamos esto en más detalle. En el caso general, fuera de la resonancia en energías, la potencia media absorbida en un 
periodo es: 


T 
<W>=3 | Foto (2-35) 
T Jo 


con F. = Focoswjt y v = vo cos(wft — as) = wpAf cos(wft — a) (Ec. 2-33). Con estos valores, la ecuación 
anterior queda 


, 1 [7 
<W >= FsoAjz | cos(wpt— a) cos wyt di 
0 
y desarrollando el coseno, se tiene 
l pr 
T f (coswyt cos as + sen wft sen a) cos wft dt = 


1 1 
cos Us 5; od cos? wt dt + q osas la sen wt cos wi de. 


El promedio correspondiente al primer sumando es el bien conocido promedio de una función cos? en un ciclo, que 
es 1/2. En el segundo sumando se promedia la expresión sen wft cos wpt = sen 2wyt que es una función impar cuyo 
promedio en el ciclo es cero. Así, la potencia promedio (2-35) queda 


< W >= Fowy Ay cosas. (2-36) 


Teniendo en cuenta la relación trigonométrica cos « = 1/V1 + tan? a y la expresión (2-32), el coseno del ángulo de 
fase «y, queda 


A A II. TEE O 
1 + tan? as ; (5 —w9) (ws —wy)? + 4y%w07 — (121)? +48? 2 
4y2w7 


y sustituyendo además los valores de Af (eq. 2-29) queda 


Fo/Kkr 2Ep a Fówo ce Ep? (2-37) 


Y 


que se representa en la figura 2-6. Como ya se ha visto, el máximo valor de la potencia absorbida por el oscilador 
corresponde a una frecuencia de la oscilación forzada igual a la frecuencia natural del sistema. 


: 1 
<W >= ¿401 


En este caso se tiene la resonancia en frecuencia, siendo, como se ve en la figura 2-6a mayor la intensidad en el movi- 
miento del oscilador cuanto menor sea £. A partir de la ecuación (2-37) se pueden obtener los factores de frecuencia a 
los que la potencia promedio es la mitad de su valor máximo. Estos son 4; = y 1 + €2 +€ y ua = y 1 + €? — €, por 
lo que la semianchura de la curva de potencia dada en (2-37) es 2£. Cuanto menor es el amortiguamiento, más agudo 
es el máximo de la resonancia y más alta y estrecha es la curva de la misma. 


En condiciones de resonancia, el valor máximo del desplazamiento es 


Fo 


Lmáx = =—— 
LaS 2muwyy 


inversamente proporcional a la inversa del tiempo de relajación y, lo que obliga a no despreciar el rozamiento del 
sistema en condiciones de resonancia, incluso si este rozamiento es pequeño. 


Comparemos ahora el valor máximo del desplazamiento 2,14, con el que sufriría el cuerpo cuando actúa sobre él una 
fuerza estática igual a Fo (sin la dependencia armónica). Este último sería Tes: = —Fo/ky, que con k, = mui da la 
siguiente relación entre ambos desplazamientos 


Tmáx Wo 


Test 2y 
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Figura 2-6 (a) Variación de la potencia promedio con el factor de frecuencias yu para distintos valores del factor de amortiguamiento. (b) Depen- 
dencia de la fase c*¿ con el factor de frecuencias yu para distintos valores del factor de amortiguamiento. 


Para sistemas poco amortiguados esta relación puede alcanzar un valor muy elevado. En general, cuando el amorti- 
guamiento es muy pequeño, no hay gran diferencia entre las frecuencias correspondientes a la resonancia en amplitud 
y a la resonancia en energía. Para pequeño amortiguamiento se puede ver que el cociente entre la frecuencia angular 
natural wo y la semianchura de la curva de potencia 2-6 (diferencia de frecuencias entre los puntos en los que la 
potencia se hace la mitad de su valor máximo) coincide con el factor de calidad que se ha visto anteriormente, 


7% 2 (Q-38) 


de forma que el factor de calidad nos indica cómo es la resonancia de aguda. 


En la figura 2-6b se observa como a medida que aumenta wy la fase tiende a 7, es decir, el desplazamiento del 
sistema tiende a estar en oposición de fase con la fuerza excitadora. Para un amortiguamiento muy débil (£ << 1), 
la fase o, cambia bruscamente de O a 7 para wf = Wo, pasa de concordancia de fase a oposición de fase con solo 
aumentar un poco la frecuencia angular wy de la fuerza excitadora. Esto ayuda a explicar el origen de la amplificación 
de las oscilaciones en condiciones resonantes. Cuando la frecuencia de la fuerza externa es distinta de la frecuencia 
natural del oscilador, las fases de esta fuerza y de la velocidad son algo distintas, por lo que siempre hay una parte 
del movimiento en el que ambas son opuestas, frenándose el movimiento. En cambio en la resonancia, ambas fases 
coinciden de forma que la fuerza actúa siempre en el sentido del movimiento, favoreciéndolo siempre. Algo similar, 
aunque con una fuerza no armónica se tiene cuando se empuja a un niño en un columpio. En cada ciclo se realiza un 
pequeño trabajo sobre el niño que da lugar a una pequeña amplificación de las oscilaciones, pero que al cabo de varios 
ciclos da lugar a grandes oscilaciones. 


El conocimiento del fenómeno de la resonancia es de gran importancia tanto si interesa utilizarlo para ampliar las 
oscilaciones como si lo que interesa es justo lo contrario, minimizar su efecto. 


2.5, Resonancia paramétrica 


La acción de una fuerza periódica externa no es la única forma de producir una resonancia. También se puede llegar 
a una situación resonante a través de una variación periódica de los parámetros del sistema oscilatorio, en lo que se 
denomina resonancia paramétrica. Un ejemplo muy familiar se tiene en la persona que, al balancearse en un columpio, 
se agacha cuando cae y se incorpora cuando llega al punto más alto, variando de forma periódica la posición de su 
centro de gravedad. 
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Figura 2-7 Péndulo de longitud variable como ejemplo de oscilador paramétrico. 


Para ver como funciona este mecanismo recurriremos al siguiente ejemplo. Consideremos un péndulo en el que es 
posible acortar o alargar la longitud de la cuerda durante el movimiento del péndulo. Supongamos que cada vez que el 
péndulo pasa por la posición de equilibrio (es decir, por la vertical) la fuerza externa tira del péndulo, desplazándolo 
una pequeña distancia a (pequeña en comparación con la longitud 1 del péndulo) y en cambio, en cada posición 
extrema, cuando el péndulo forma un ángulo 094 con la vertical, la cuerda desciende la misma distancia a, como se 
muestra en la figura 27. Así, en cada periodo, el péndulo se habrá alargado dos veces y se habrá acortado otras 
tantas y por tanto, la frecuencia de variación de la longitud del péndulo es dos veces mayor que la frecuencia de las 
oscilaciones propias. Como el alargamiento en el extremo tiene lugar cuando el péndulo está inclinado un ángulo 0, la 
altura a la que desciende será a cos 0, menor que la altura a que se eleva al pasar por la posición de equilibrio. 


De esta forma, para cada subida de la cuerda al pasar por la posición de equilibrio B, la fuerza externa que la acciona 
realiza un trabajo contra la fuerza gravitatoria 


Wzy = mga 


mientras que el trabajo realizado al bajar la cuerda en la posición extrema A (o C) es 
Wa = —mga cos 0p 


al ser a.cos0y el cambio de altura en este extremo. Además, la fuerza externa realiza un trabajo contra la fuerza 
centrífuga. Como el valor de esta última es mv, /l (con vg la velocidad máxima del péndulo) en la posición vertical 
B y cero en las posiciones extremas A y C, el trabajo total realizado por la fuerza externa contra la fuerza centrífuga 
en cada trayecto desde la izquierda hacia la derecha es 


2 . 
Wo! =W 4 W5/ =04 m-Pa=mójla 


donde 0 y es el valor máximo de la velocidad angular, que tiene lugar cuando la masa pasa por la posición de equilibrio. 
Si el desplazamiento del péndulo viene dado por la ecuación O = Oy cos(wot — av), la velocidad angular en cada punto 
de su movimiento será Ó = wo0|—sen(wt — a)] = —w00 sen(wt— a) y su cuadrado será 0? = w303 sen? (wt — a), 
por lo que su valor máximo será precisamente 0% = w20% = 02g/l, quedando el trabajo realizado contra la energía 
cinética como 

We = mg0la 


El trabajo total realizado por la fuerza /" en el trayecto ABC será entonces 


Wa»c = mga(1 — cos 00) + mg0a = mga(1 — cos 0, + 0%). 
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Si las oscilaciones son pequeñas puede desarrollarse en serie el coseno, quedando 


30? 
WaBc = mga=? 


y por tanto para un ciclo completo el trabajo realizado por la fuerza FF será 


2 
a mo; 


> (2-39) 


Weiclo = 3mga0; 
El trabajo realizado por la fuerza externa sobre el péndulo es positivo y proporcional a la energía del mismo. De este 
modo, la energía del péndulo aumenta de forma sistemática, con un pequeño incremento en cada periodo, proporcional 
a la misma energía y a la magnitud a/!. 


Como vemos, la variación periódica de los parámetros del sistema oscilatorio puede implicar un aumento sistemático 
de la energía total E, con una velocidad de aumento proporcional a esta energía E, 


siendo k una constante pequeña. Como se observa, esta relación es parecida a la ecuación (2-22) para el oscilador 
amortiguado con la importante diferencia de que la derivada es ahora positiva en vez de negativa y por tanto hay un 
aumento continuo de la energía, que resulta depender exponencialmente del tiempo. 


Como en realidad siempre hay un cierto rozamiento que tiende a amortiguar las oscilaciones, para que efectivamente 
haya resonancia paramétrica con amplificación, el factor de amplificación k debe ser superior a un cierto valor mínimo, 
que resulta ser igual a la constante de amortiguamiento y debida a la acción de las fuerzas de rozamiento. 


2.6. Aislamiento de vibraciones 


Consideremos la situación en la que la fuerza excitadora está desarrollada por una máquina. Parte de esta fuerza 
es transmitida a la base a través del sistema muelles-amortiguadores. Éste puede considerarse como una fuente de 
vibraciones que actúa sobre el suelo. En general se intentará escoger los elementos aislantes más apropiados para que 
la fuerza transmitida sea lo menor posible. 


F. 


Figura 2-8 Aislamiento de las vibraciones producidas por una máquina 


Consideremos una fuerza excitadora de la forma F+y+ = Fo coswpt. A través del sistema aislante se transmitirá una 
fuerza a la base, con una componente elástica pura dada por k,x y una componente de amortiguamiento puro, dada 
por Av, ya que las fuerzas sobre la masa son respectivamente —k,x y —Av. La fuerza total transmitida será la suma de 
ambas componentes y estará dada por 


dx 
Frans = Áz + k,T ES A Sr kz (2-40) 
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3 E ES > (wst-a 
Como se acaba de ver, el desplazamiento x de la masa m viene dado, en notación compleja por » = A ¡e ti 


ets t-a.) 


> 


y su derivada por y =¿wpAÁj . La expresión (2-40) anterior quedaría como 


Frans = Ma EU AAA Aa 
Si escribimos el término entre paréntesis en función de k, = mu y de 2y = A/m, esta expresión queda en la forma 
Firans = Ajpmíwo AY ¿Zu e tortas) 
pudiéndose escribir el término entre paréntesis en forma exponencial compleja como 


2-yw 
z ta 
We El 12yw7 ES wi Es 4? e' arctan oa 


Si tenemos en cuenta el valor de la amplitud de las oscilaciones forzadas de (2-29), la expresión anterior puede 
escribirse como 


: 2yw A 
Pirans = Fo HA AAA A OAKÁ e' dia E gurtad (Q-41) 


El cociente entre las amplitudes de la fuerza oscilante aplicada y la fuerza oscilante transmitida es la transmisibilidad 


que queda entonces como 
4 2 
T= Prana ae wo + dy eat (2-42) 
ie o. — 2 22 252 e 
F (5 — w$)? + 4y2w$ 


en función de la frecuencia angular propia del oscilador wy y de la inversa del tiempo de relajación y = A/2m. A 
menudo esta expresión se escribe en función del factor de amortiguamiento £ = A/2mw) y de la razón de frecuencias 
py = wp/WwWo, quedando en la forma 


FO 1+ 4€? y? 
No trans => 2-43 
10 da 12 4 48 2 ( ) 
El objetivo sería conseguir el mínimo valor de 7. Consideraremos varios casos: 


e Si T' = 1 La base recibiría la totalidad de F¿. En este caso sobrarían el muelle y el amortiguador, ya que el mismo 
resultado se obtendría colocando directamente la máquina sobre la base. 


e Si T' > 1 El sistema muelle-amortiguador haría que el sistema percibiera una fuerza aún mayor que la que percibiría 
si no estuvieran colocados. 


e Si T' < 1 En este caso, estamos en las condiciones que interesa conseguir. Para analizar el aislamiento utilizaremos 
la relación entre la transmisibilidad T' y la razón de frecuencias ju = wf/wp para distintos valores del factor de 
amortiguamiento £ como se muestra en la figura 2-9. 


Como se observa en la gráfica la transmisibilidad es menor que la unidad para y = w¿/wo > v2. Se consigue 
por lo tanto un buen montaje cuando 


es decir, si el elemento elástico tiene una frecuencia propia baja comparada con la de la fuerza excitadora. 


. 


También se observa que para valores de 4 > v/2, las curvas correspondientes a factores de amortiguamiento 
£ 4 0, es decir para sistemas con amortiguamiento, tienen una posición relativa más alta, en el gráfico, que 
las que corresponden a amortiguamiento nulo. Ésto podría inducir a pensar en un análisis rápido que dicho 
amortiguamiento es innecesario. Sin embargo, hay que considerar que además del régimen permanente se tiene 
el régimen transitorio, en el que si el amortiguamiento es muy pequeño, el sistema vibraría prácticamente con 
su frecuencia angular natural wy sin que su amplitud apenas disminuya con el tiempo. Así, la combinación de 
ambos podría dar lugar a daños en el sistema mecánico si el amortiguamiento es muy pequeño. 


En la práctica se fija primero el valor del amortiguamiento en función del término transitorio y de las disponibi- 
lidades y después se escoge el valor de la constante de recuperación del sistema. 
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Fo/ FG 


T= 


p =w5/w0 


Figura 2-9 Relación entre la transmisibilidad 7 y la razón de frecuencias 4 = w/wo para distintos valores del factor de amortiguamiento £ 


Puede verse que el máximo de la curva de transmisibilidad para cada valor del factor de amortiguamiento £ viene dado 


-14 y1 + 882 


mM(Tmár) e 2€ 


por 


que en general estará próximo a u = 1 salvo que el factor de amortiguamiento sea alto. 


Capítulo 3 
Sistemas con múltiples grados de libertad. 
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3.1, Modos normales de vibración en un sistema con dos grados de libertad 


Hemos estudiado las vibraciones de un sistema con un único grado de libertad, tanto en el caso de un sistema no 
amortiguado, como en el caso de un sistema amortiguado, con o sin la acción de una fuerza armónica. Aunque esto 
permite obtener información interesante sobre un cierto número de sistemas, está claro que hay muchos otros cuyo 
estudio no puede abordarse con un tratamiento tan simple. 


Subiremos un grado en la escala de complejidad de los sistemas estudiando el caso de sistemas con dos grados de 
libertad, que ya permite abordar muchos más problemas prácticos, en concreto buena parte de los sistemas de amorti- 
guamiento de vibraciones. 


3.1.1. Sistema formado por dos masas acopladas 


Comencemos estudiando el sistema oscilante libre con dos grados de libertad que se muestra en la figura 3-1. Este 
sistema está formado por dos masas acopladas entre sí por un muelle de constante recuperadora k,3 y cada una 
de ellas unida a su vez a un soporte inmóvil mediante muelles de constantes recuperadoras k, 1 y kp9. Estas masas 
pueden deslizar libremente sobra la superficie, y por tanto, suponemos que no hay rozamiento entre las masas y dicha 
superficie, ni tampoco en los muelles. Asimismo supondremos que las masas tienen su movimiento restringido de 
forma que sólo pueden moverse en la dirección x=. Como cada masa puede desplazarse independientemente de su 
posición de equilibrio el sistema tiene dos grados de libertad. 


Calculemos las oscilaciones libres de este sistema. Sobre la masa m; actúa por una parte la fuerza que ejerce sobre 
ella el muelle de constante de recuperación k,,, y por otra la fuerza ejercida por el muelle de acoplamiento entre las 
dos masas. Si denominamos 21 y xa a los desplazamientos de las masas m, y ma respecto de su posición de equilibrio 
(con valores positivos hacia la derecha), la fuerza ejercida sobre la masa m, a través del muelle k,, será —k,,21, 


Figura 3-1 Sistema oscilante con dos grados de libertad compuesto por dos osciladores acoplados. 
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mientras que la fuerza ejercida a través del muelle de acoplamiento será —k,.3 (1 — 2) al ser 21 — 29 el acortamiento 
del muelle de constante k;¡. Así, la ecuación de movimiento de la masa m;, puede escribirse como 
Loa Poe 
mMi=>+ = —ky 101 — kyg(t1 — 2 > m 
al de r141 ral 1 2) 1 de 
Para la masa ma, la fuerza ejercida por el muelle de acoplamiento será k,3(x1 — 23) y la fuerza ejercida a través del 
otro muelle —k,.,12. Así, la ecuación de movimiento de la masa ma queda 
Pou 2 Ta 
= —kpgta + kpg(11 — 22) => mot (kro + krg)22 — kygt1 =0 (3-1b) 
Deberemos ahora obtener la solución de las ecuaciones de movimiento (3-1a) y (3-1b). Para ello probaremos con 
soluciones para x, y 2 de la forma 


+ (kp1 + kr3)21 — kygt2 =0 (3-1a) 


iwt 
T] = A¡l 
iwi 
Ta = Aye 
donde A; y Az son parámetros genéricos que pueden tener una fase, es decir, ser números complejos. Al sustituir en 
las ecuaciones anteriores se tiene 


(3-2) 


—m1w0 Ay + (kira + kpg) Ar — kr3A2 =0= [-miw? + (kr 1 + kp3)]41 — kp3 42 (G33a) 
—mgw* Az + (krg + kr3)Ar — kr3A1 =0= [maw? + (kira + kp3)] 41 — kr34A1 (3-3b) 


Si de las dos ecuaciones despejamos A¡/A», se tiene 


Aj kr3 
A» —myw? + (koi + kr3) 


Ay —mgw? + (ro eps kr3) 
A» kr 3 
e igualando los cocientes, deberá cumplirse 
[miw? — (kr1 + krg)][maw? — (lira + kr3)] = ky3 = 
mimaw!* — (ko + ky3)m1w? — (ky1 + kr3)maw? + (kpo + kr3)Mkr1 + kr3). 
Desarrollando y dividiendo por mm queda 


7% E kri + kr3 en kro + kr3 . 4 krikra + kr1Kkr3 + kr3Kro 
mi ma m1ma 


==/0, (34) 


Se conoce a esta ecuación como la ecuación de frecuencias y da dos soluciones para w?. A su vez cada una de éstas 
da un valor del cociente 41/42. De esta forma vemos que (3-2) con cada uno de los valores de iy? corresponden a 
soluciones del problema. 


Consideremos ahora un caso particular de este problema, el caso en el que las dos masas son iguales, m, = ma = m, 
así como los muelles k,, = ko = ky. La ecuación (3-4) queda entonces 


Br + Bro, Herr + 23) 


we — Qi? 
m m? 


0. (3-5) 


cuyas soluciones son 


LA kr + kr3 e (E + y KK +) _ kr + Kr3 En Kr3 66) 
m m m m m 
que al desarrollar quedan, junto con el cociente Ay / 42 correspondiente 
k Az 
ue ca > le 4 (374) 
kr z Be 
ts y o (3-7b) 


m As 
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Figura 3-2 Sistema oscilante con dos grados de libertad compuesto por dos péndulos acoplados y por dos osciladores acoplados en vertical. 


las cuales corresponden a las dos frecuencias angulares naturales del sistema. 


Estos resultados tienen un claro significado. Cuando 41/42 = 1 las dos masas se mueven en fase como un todo de 
forma antisimétrica, siendo en cada instante x; = x2. De esta forma, el muelle de acoplamiento no está ni estirado 
ni comprimido y la frecuencia angular natural del movimiento es w? = k,/m = 2k,/2m como correspondería a un 
sistema de un grado de libertad de masa 21m y constante de recuperación 2k,. 


Por el contrario, cuando A1/42 = —1 las dos masas se han movido en todo momento la misma distancia, pero en 
sentidos opuestos. El movimiento es completamente simétrico y el punto medio del muelle k,¿ no se mueve. De 
hecho, si lo pinzáramos, el movimiento seguiría igual. Esto corresponde a movimientos libres con un grado de libertad 
con cada masa m sujeta a un muelle k, y a la mitad del otro muelle, que sería como si estuviera sujeta a un muelle 
2k3. Así, la frecuencia angular natural de cada una de estas masas vendría dada por ww? = (k, + 2k,3)/m, el muelle 
contribuye con una fuerza restauradora y aumenta la frecuencia. 


De esta forma vemos que hay dos modos de vibración, cada uno con su propia frecuencia. Si perturbamos inicialmente 
el sistema con 21 = x, y lo liberamos el movimiento resultante es un movimiento armónico de frecuencia angular w, 
mientras que si la perturbación inicial es de la forma x; = —x2 tenemos también al liberarlo un movimiento armó- 
nico, pero ahora de frecuencia angular (4,. Si la perturbación inicial es una perturbación genérica 1, y 12, podemos 
descomponerla en superposición de dos perturbaciones, una simétrica xj = —23 = (1 — 22)/2 y otra antisimétrica 
xí = 23 = (x1 + 29)/2 quedando 2, = 1 + 2Í y 2, = 23 + 23 en el instante inicial mientras que en cualquier 
instante de tiempo 21 (4) = 23 (6) + 23(0) y za(t) = a3(6) — 24(t), si las oscilaciones no son excesivamente grandes 
y se satisface el principio de superposición. 


Las frecuencias angulares ws y wa serán distintas siempre que haya un muelle de acoplamiento. Así, el movimiento 
resultante no será armónico, aunque sea la superposición de dos movimientos armónicos, al ser éstos de distintas 
frecuencias (Véase 1.4.1). Si las frecuencias son próximas podremos tener pulsaciones apreciables, y esto ocurrirá si 
ky3 < k,, es decir, si el muelle de acoplamiento es muy blando comparado con los otros muelles 


Dos sistemas similares al anterior son el formado por dos péndulos acoplados a través de un resorte de constante de 
recuperación k, y el formado por dos masas y tres muelles, pero colocados en posición vertical, como se muestra en 
la figura 3-2. En concreto el caso de dos masas iguales con hilos de la misma longitud sería equivalente al caso de los 
dos muelles laterales equivalentes que hemos estudiado. 


30 Capítulo 3. Sistemas con múltiples grados de libertad. 


2 
WAB 


Figura 3-3 Análisis del sistema de dos masas acopladas mediante el círculo de Mohr. 


3.1.2, Análisis del sistema de dos masas acopladas mediante el círculo de Mohr 


Analizaremos ahora una analogía gráfica del problema anterior basada en el conocido círculo de Mohr de la elasticidad 
en el plano. Si a partir de los elementos de la ecuación (3-4) definimos las siguientes cantidades, 
kri Ek Krg +k 
2 _ Kri T Kr3 9 Pra 
“w aq4—_ mi , w B ma ) 


éstas representarán las frecuencias angulares de cada una de las masas de la figura 3-1 cuando se mantiene la otra fija. 
Asimismo definimos 


A Kr3 
WAB = === » 
m:1ma 

que será una medida de la intensidad del acoplamiento entre los dos osciladores a través del muelle central. En función 
de estas cantidades, la ecuación (3-4) puede escribirse como Í 

we —w(w +w%) + (w4w% — wi p) =0. (3-8) 
Aunque no entraremos en detalle en ello, puede verse que, si consideramos en la figura 3-3 las distancias 

OA=w4% OB=wf  BC=w%5 


y dibujamos un círculo centrado en el punto medio entre A y B de radio tal que pase por C, como se muestra en 
dicha figura, los nuevos puntos D y E que se determinan gráficamente en la misma, permiten obtener el valor de las 
frecuencias de los modos normales del sistema, a través de 


“ví=0D y  w%=0E, (3-9) 
de forma que, si el centro del círculo es 


OA+OB — 1T[kr+krg , kro + krg 
> A + e IA 
2 2 m3 * ma 


las frecuencias angulares de los modos normales de oscilación del sistema vienen dadas por 


w? eS 1 Kr1 ep Kkr3 e Kkro + kr3 5 Kkr3 (3-10a) 
LY mi ma m:1ma 

al a mn ta y Ha (3100) 
2 mi ma m:1ma 
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Figura 3-4 El atenuador dinámico de Frahm 


Consideremos un par de límites interesantes, en primer lugar cuando no hay acoplamiento (es decir k,3 =0 => BC = 
0), los puntos D y E coinciden con los puntos A y B y por tanto, wa y wWg son las frecuencias angulares naturales de 
cada uno de los muelles. 


En segundo lugar se ve claramente que en el caso simplificado que hemos estudiado en el apartado anterior en el que 
se cumple mi = ma = Mm y k, 1 = kro = k, la ecuación anterior nos devuelve los resultados de las ecuaciones (3—7) 
para las frecuencias. En este caso w% y w% serían iguales y la línea centrada en el círculo estaría en posición vertical. 
Cuanto menor sea el acoplamiento menor será el radio del círculo hasta que para un acoplamiento nulo el círculo se 
convierta en un punto y las dos frecuencias angulares naturales sean iguales. 


3.1.3, El atenuador dinámico de vibraciones sin amortiguamiento 


Veamos una curiosa aplicación de lo que hemos visto, el atenuador dinámico de vibraciones sin amortiguamiento, 
que nos ayudará a atenuar las vibraciones transmitidas por una máquina a su base. En el tema anterior hemos estu- 
diado como atenuar estas vibraciones transmitidas mediante la combinación de un resorte y un amortiguador, pero a 
menudo no es posible atenuar las vibraciones lo suficiente mediante los métodos anteriores. Otra posibilidad es la que 
analizaremos ahora, el denominado atenuador dinámico de vibraciones de Frahm (1909). 


Consideremos en el sistema de dos masas descrito en la figura 3-4 en el que la masa M está sometida a la acción 
de una fuerza armónica de la forma Fy coswyt y la masa m (el atenuador) es una masa pequeña estando k, y m 
escogidos de forma que la frecuencia angular natural de vibración del atenuador coincida con la frecuencia angular 
wf de la fuerza excitadora y no existiendo el tercer muelle que teníamos en la figura 3-1. Comprobaremos que en 
estas condiciones la masa M no vibra en absoluto ya que la masa pequeña m vibra de tal forma que la fuerza en el 
muelle es en todo momento igual y de signo contrario a Fo cos wft. Para ello partiremos de las ecuaciones (3-1) con 
la particularidad añadida de la fuerza Fy cos wyt. Así, éstas quedan quedan en la forma 


d? 
M= + (Kn + ky)a1 — ko = Fo cosWwt (3-11a) 
a? 
ma + kp(x9 — 21) =0 (3-11b) 


% S Ea wit % 5 á 3 
Si expresamos la excitación como RE 1” las soluciones de este sistema de ecuaciones serán de la forma 


sm = Ae" (3-12a) 
A (3-12b) 
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ya que las ecuaciones (3-11) contienen únicamente x¡ y u2 y sus segundas derivadas, que de nuevo llevarían a una 
:z z . . dica iwjt s 
función coseno. Así, sustituyendo estas soluciones y dividiendo por EA” se tiene 


Ar(-Mwj + Kp + kp) — kn A2 = Fo (3-13a) 
—ky Ay + A2(—muw% + kp) = 0 (3-13b) 


que escribiremos de forma más compacta en función de las magnitudes tes: = Fo/K, que representa el desplaza- 
miento del sistema principal en condiciones estáticas, w? = k, /m, que representa el cuadrado de la frecuencia angular 
natural del atenuador y w¿ = K/M, que representa el cuadrado de la frecuencia angular natural del sistema principal. 
De esta forma las ecuaciones (3-13) anteriores se escriben como 


kr 7 ho 
Ay f + Ki NN 4) A Ar — Test (3-14a) 
ar 
—A1+A2 | 1- —=)|= O, (3-14b) 
wa 
Si despejamos A, y A» se obtiene 
2 
E 
2 
La 2d ps (3-15a) 
da ez LM de NE... 
b AS ar - 
E - (3-15b) 


donde se ve claramente que si la frecuencia natural del atenuador coincide con la frecuencia de la oscilación forzada 
(Wa = W), la amplitud A; de oscilación de la masa principal se hace 0, En este caso, la ecuación (3-15b) se convierte 
en A2/Les: = —Ky/ kr y, por tanto, A = Fo/k, de forma que si la masa M se mantiene quieta y el atenuador oscila 
como A) coswpt = —Fy cosw,t/k, y la fuerza en el muelle del atenuador varía como —Fy cos wt, igual y opuesta 
a la fuerza externa. 


3.2, Sistemas de n grados de libertad sin amortiguamiento 


Según aumenta el número de grados de libertad del problema aumenta la complejidad del mismo, aunque esencial- 
mente no intervengan elementos nuevos. Obtendremos tantas frecuencias naturales y tantos modos normales como 
grados de libertad tenga el problema. Discutiremos el análisis general para el caso de un sistema de tres grados de 
libertad ya que para más grados de libertad el procedimiento es análogo. 


Consideremos por ejemplo una barra de peso despreciable fija en sus extremos que tiene sobre ella tres masas m;, ma 
y m3. Si denominamos zx, 12 y 23 al desplazamiento de cada una de las masas respecto de la posición de equilibrio 
(con valor positivo hacia arriba) la ecuación de movimiento para la masa m;, vendrá dada al relacionar m,2, con la 
fuerza total que actúa sobre dicha masa. Esta fuerza total viene dada por la diferencia entre las fuerzas cortantes a 
ambos lados de la masa m, y dependerá de los tres desplazamientos x,, 12 y 13 de una forma en general compleja y 
difícil de calcular. 


En este tipo de problemas se suele representar el efecto de las otras masas a través de la barra mediante los denomina- 
dos coeficientes de influencia, definiéndose, por ejemplo, el coeficiente «+, como el desplazamiento (en metros) de la 
masa m producido por una fuerza de 1N actuando sobre la masa ma, es decir, 01 / FF. Así tendríamos 3 coeficientes 
de influencia directos +11, 22 y 33 y seis indirectos O cruzados, (*12, 13, 21, %3, 31 y 32. En la práctica se 
cumple la relación o¿¿ = arg; y el valor de los coeficientes puede ser en principio calculado para cualquier sistema por 


, 
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los métodos habituales utilizados en elasticidad. De esta forma, las ecuaciones de movimiento se escriben como 


21 = —011M171 — 012M2%) — 013M323 (3-16a) 
TL = —Q091M1%1] — O29M91) — O93M313 (3-16b) 
13 = —Q31M1%1 — 032M219 — A33M383 (3-16c) 


Si probamos con un conjunto de soluciones del tipo 


m =A¡l” (3-17a) 
sy = Al” (3-17b) 
ua = Aj” (3-170) 
se obtiene al sustituir 
- As = —a1¡m1w?A; — a12mM93w? Az — a13m3w* Az (3-18a) 
Az = —091m1w0? A; [..s r99M2w* Az == a93m3w” Az (3-18b) 
Az = —a3¡m1w%A1 — A32mM93w? Az — a3gm3w” Az (3-18c) 


que es un sistema de ecuaciones homogéneo en 41, Az y Az de la forma 


1 
(csm — 5) Aj + Qa12mM242 + a13m3 43 =0 (3--19a) 
1 
091mi4A1 + (sam ES 5) Az + 093m343 =0 (3-19b) 
1 
Q31mM1 A] + 03M 4 + (ass — 5) Az3=0 (3-19c) 


que tendrá solución si el determinante del mismo es cero, 


1 
011M] — E Q12M2 013M3 
J 
aim, Aj  a93mM3 — qa %3M3 =0, (3-20) 
1 
031m1 41 a33M2A2  (A33gm3 — ml 


Al desarrollar este determinante se obtiene una ecuación de tercer orden en 1/w? que es la ecuación de frecuencias. 
A cada una de esas soluciones le corresponde un conjunto de valores A2/41 y A3/A1 que determina cómo es la 
vibración y por tanto hay tres modos normales de vibración. 


Analizaremos este problema para el caso más sencillo, en el que todas las masas son iguales m, = ma = m3 = m 
y en vez de la barra tenemos una cuerda tensa de longitud 4/ con una fuerza tensora FF como se ve en la figura 3-5. 
Para calcular los coeficientes de influencia analizaremos por separado el efecto producido por el desplazamiento de 
cada una de las masas y sumaremos los efectos, suponiendo que nos encontramos en el rango en el que el principio de 
superposición de efectos es aplicable. ] 


Comenzaremos por una fuerza FF aplicada sobre la masa m. La componente vertical de la fuerza recuperadora para 
la masa m, vendrá dada por la expresión 


Ó1 Ó1 (A d1 ) 
F = F co0s0% + F coso = F—== + F— == Y F ds 
Ñ E re ET 
que nos da también el valor del coeficiente de influencia 11, 


1 31 
Me == 


F 45F 
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Figura 3-5 Ejemplo de cálculo de los coeficientes de influencia 


La fuerza FF aplicada sobre la masa my produciría un desplazamiento 0, de la masa ma y 03 de la masa mg que se 
obtienen fácilmente en función del desplazamiento d, al estar en triángulos proporcionales, 


07/01 = 21/31 > 07 = 201 /3, 93/61 = 1/31 > $3 = 61/3 
por lo que los coeficientes de influencia 91 y 31 quedarían como 


d: l d: L 
01 => =2011/3= 55» di =>3=00/3=37 


Los demás coeficientes de influencia se obtendrían de forma similar, quedando todos ellos como 


] 31 
1 = Fa ; 1F 
A E (3-21) 
31 = 04% = === 
11 
Q21 = 012 = 023 = (32 27F 


- y las ecuaciones de movimiento se obtendrían sustituyendo estos. valores de los coeficientes de influencia en las 
ecuaciones (3-16). Si agrupamos y denominamos £ = F/mlw? las ecuaciones de movimiento quedan 
(3/4 —€) A, + A2/2+ A3z/4=0 
A1/2+ (1 — €) 42 + A3/2=0 (3-22) 
A1/4+ A2/2 + (3/4 e E) As =0 


y para que exista solución en £ el determinante debe ser 0, luego la ecuación de frecuencias queda de la forma 
ES — 5€2/24+-3€/2-—1/4=0 (3-23) 


que tendrá tres soluciones en £. Éstas deben ser positivas, ya que un valor negativo o nulo de £ no puede satisfacer esta 
ecuación y por tanto las tres frecuencias angulares w que se derivan de las tres soluciones de £ deben ser frecuencias * 
reales. 


En general, todo sistema oscilante de n grados de libertad sin amortiguamiento tiene n frecuencias propias reales. Más 
adelante se tratarán las ondas estacionarias en una cuerda vibrante y en otros sistemas similares, sistemas de infinitos 
grados de libertad que darán lugar a infinitas frecuencias propias. 
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